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Особый вклад в создание сопротивления движению рельсовых 
экипажей вносят процессы, связанные с взаимодействием гребня коле-
са с рельсом, так как в случае двухточечного контактирования в греб-
невом контакте возникает дополнительное дифференциальное про-
скальзывание [1]. Некоторые исследователи утверждают, что «величи-
на удельного сопротивления в кривой пути, приходящаяся на трение 
гребня составляет около 95% от общей его величины» [2]. 
Движение колеса по рельсу приближенно опишем уравнениями 
плоскопараллельного движения тела. Мгновенным центром поворота 
любой точки колеса при таком движении является точка контакта ко-
леса с рельсом А (рис.1). При этом любая  расположенная на поверхно-
сти катания колеса точка А будет совершать движение по траектории 
обыкновенной циклоиды, а расположенная на гребне колеса точка Б – 
по  траектории удлиненной циклоиды [3]. Траектория точки Б на 
удлиненной циклоиде не имеет точек замирания (точек возврата). При 
этом на траектории удлиненной циклоиды имеются «петли», часть пе-
риметра которых (как это видно из рис.1 и 2) приходится на путь тре-
ния гребня по боковой грани головки рельса. 
1- обыкновенная циклоида, 2 – удлиненная циклоида 
Рис.1. Траектории движения точек колеса традиционной 
конструктивной схемы 
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Теория циклоидальных кривых получила математическое обос-
нование в работах Е. Торичелли, Б. Паскаля, Р. Декарта, П. Ферма еще 
в 18-19 веках. Применение математических свойств циклоиды в обла-
сти практической и прикладной механики также встречается в работах 
Х. Гюйгенса, И. Ньютона, Г. Лейбница, Л. Эйлера, Ж. Лагранжа [3, 4].  
Из рис.2 видно, что путь трения точки контакта гребня по боко-
вой грани головки рельса составит часть периметра 
321 БББ  петли 
321 ББCБ  удлиненной циклоиды. 
Рис.2. Петля удлиненной циклоиды 
Периметр петли 321 ББCБ  удлиненной циклоиды достаточно хо-
рошо аппроксимируется эллипсом 4321 ББББ . Часть периметра 321 БББ
эллипса и представляет собой интересующий нас путь трения точки 
Б контакта гребня по боковой грани головки рельса. 
Интеграл для определения длины дуги эллипса представляет со-
бой эллиптический интеграл второго рода и аналитически не решается. 
Поэтому, для определения длины части периметра 321 БББ  эллипса вос-
пользуемся известными приближенными формулами для определения 
длины периметра эллипса 
ЭL . Наибольшую точность по данным лите-
ратурных источников обеспечивает формула Рамануджана [4]. 
В нашем случае длина 
ГL  пути скольжения точки Б гребня по 
боковой грани головки рельса (длина дуги 
321 БББ ) будет приближенно 
равна 
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.     (1) 
В общем случае длина 
ГL  пути скольжения точки Б гребня по 
боковой грани головки рельса будет меньше вычисленной по выраже-
нию (1), так как, в зависимости от геометрии контактирования, а также 
степени износа гребней колес и рельсов, точка Б гребня вступает в 
контакт с рельсом не при достижении ею уровня  линии РР  а не-
сколько ниже (линия **РР  см. рис.2). 
Аналитически получить выражение для определения этого сни-
жения не представляется возможным, поэтому уменьшение пути тре-
ния гребня по боковой грани головки рельса следует учесть эмпириче-
ским коэффициентом *K , отражающим реальные условия контактиро-
вания колеса и рельса ( 1* K ). 
С учетом этого выражение (1) может быть записано через гео-













где   Δr)(r/(rΔr))-r(r/(r(Δr)(rb  arccosarccossin  
Работа сил трения при контактировании гребня с рельсом, опре-
деляющая сопротивление движению и износ контактирующих поверх-
ностей, будет пропорциональна пути трения гребня по боковой грани 
головки рельса. 
Следует отметить, что вышеизложенные выкладки справедливы 
только для таких условий движения колеса, когда угол его набегания 
на рельс равен нулю. При ненулевом угле набегания приведенные со-
отношения изменятся, и определение их характера требует дополни-
тельных исследований. 
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